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Wybrane problemy drzewiastego poszukiwania rozwigzan

prowadzacy: dr inz. Jarostaw Rudy

1 Cel laboratorium

Celem laboratorium jest zapoznanie sie z specyfika i problemami rozwiazywania wybranych zadan
optymalizacji dyskretnej z wykorzystaniem algorytméw bazujacych na przeszukiwaniu drzewiastym.
Zagadnienie obejmuje metody obliczania dolnego i gérnego ograniczenia, implementacje doktadnych
i przyblizonych metod rozwiazania oraz poréwnanie algorytmow.

2 Przebieg zajec

Laboratorium obejmuje zajecia nr 7 i 8 (4 godziny zajeé). Praca odbywa si¢ w ramach grup
dwuosobowych. Kazda grupa otrzymuje do zrealizowania jeden problem optymalizacji dyskretnej
z ponizszej listy:

1. Kwadratowe zagadnienie przydzialu (problem 2.4).

[\

. Dyskretny problem plecakowy (problem 2.5).
3. Problem komiwojazera (problem 2.6).
4. Szeregowanie zadan na jednej maszynie z wazona suma op6znien w;T; (problem 2.7).
5. Problem przepltywowy dla ustalonej liczby maszyn np. m = 3 (problem 2.8).
Dla wybranego problemu nalezy zrealizowa¢ ponizsze zadania:
1. Implementacja metody podzialu i ograniczen (B&B).
2. Implementacja przeszukiwania snopowego (BS).

Poszczegdlne problemy i funkcje do optymalizacji opisane sa w osobnym pliku PDF na stronie kursu.
Metody opisane sa w dalszej czeéci instrukcji. Przydzialu probleméw i metod do grup dokonuje
prowadzacy podczas zajeé.

Naliczanie oceny zaczynamy od 0. Punkty mozna uzyskaé za:

e implementacje metody dokladnej (B&B) dla zadanego problemu (maksymalnie +2.0 do oceny),
e implementacje metody przyblizonej (BS) dla zadanego problemu (maksymalnie +1.0 do oceny),
e jakos$é dolnych i gérnych ograniczen (maksymalnie +1.0 do oceny),

e proste badania poréwnawcze (jako$é/wydajnosé/zakres zastosowania) obu algorytméw (mak-
symalnie +1.0 do oceny).



Uwaga 1: dopuszczalne jest zrealizowanie B&B i/lub BS bez stosowania dolnego/gdérnego ogranicze-
nia (co zredukuje B&B do brute force’a, a BS do jego przyblizonej ,ucietej” wersji), ale (1) algorytmy
dalej musza by¢ drzewiaste (dziataé¢ na podstawie przegladu drzewa) oraz (2) redukuje to ocene.
Uwaga 2: w przypadku pisania metody BS warto zapisaé sobie dziatajaca metode B&B (moze by¢
pomocna przy ustalaniu oceny gdy metoda BS jest niedokoficzona lub zawiera bledy). Analogicznie,
warto zdefiniowaé proste wersje ograniczen, na wypadek gdyby wersje zaawansowane zawieraly bledy.

3 Algorytmy drzewiastego poszukiwania rozwigzan

Wiegkszoé¢ probleméw mozna sformulowaé jako proces decyzyjny. Proces zwykle zaczyna sig
od rozwiazania pustego, zas w kazdym kroku podejmowana jest pewna decyzja, ktora prowadzi do
uzyskania kolejnej czesci rozwigzania. W ten sposéb budowane jest rozwiazanie czeSciowe. Proces ten
mozna przedstawi¢ w postaci drzewa decyzyjnego. W weztach drzewa beda przechowywane aktualne
stany (rozwiazania czesciowe). Decyzje beda reprezentowane przez krawedzie wychodzace z wezléw.
Pelne rozwiazanie problemu otrzymamy po dotarciu do liscia w drzewie. Latwo zauwazy¢, ze liczba
lici jest réwna liczbie rozwiazan (rozmiarowi przestrzeni rozwiazan). Wniosek jest taki, ze drzewo
decyzyjne zawiera (duzo) wiecej wezléw niz istnieje rozwiazan problemu.

Rozwazmy drzewo decyzyjne dla problemu optymalizacji testu jednokrotnego wyboru z labora-
torium nr 1. Zalézmy, ze jest n pytan, kazde ma 3 warianty odpowiedzi. Proces decyzyjny polega
w tym przypadku na wyborze wariantu odpowiedzi dla kazdego pytania wedtug pewnej przyjetej ko-
lejnosci pytan. Najprosciej przyjacé, ze najpierw wybieramy odpowiedZ na pytanie 1, potem pytanie
2 itp. Na kazdym poziomie drzewa bedziemy budowaé rozwiazanie czesciowe, dodajac nowa decyzje
do powstajacego rozwiazania czeSciowego (wektora odpowiedzi). Stan poczatkowy jest wektorem
pustym. Przy tym zalozeniu wysoko$é¢ drzewa (liczba pozioméw) wyniesie n + 1. Z pominieciem
lisci z kazdego wezta beda wychodzié¢ dokladnie 3 krawedzie do weztdéw-dzieci na poziomie kolejnym.
Warto zauwazy¢, ze nie jest to prawda dla wszystkich probleméw — dla niektérych probleméw liczba
dzieci jest zalezna od polozenia wezla w drzewie (w szczegdlnosei od tego na ktérym jest poziomie).
Na rysunku 1 zostal przedstawiony schemat drzewa decyzyjnego dla wspominanego problemu testu
jednokrotnego wyboru. Dla czytelnosci przedstawiono tylko czeéé¢ drzewa.

Rysunek 1: Drzewo decyzyjne dla testu jednokrotnego wyboru dla n = 3

Oczywistym rozwigzaniem problemu optymalizacji wydaje sie sprawdzenie wszystkich Sciezek
w drzewie decyzyjnym, tzn. zbudowanie wszystkich mozliwych rozwiazan poprzez dotarcie do kaz-
dego liscia (dla omawianego problemu jest 3" rozwiazan). Takie podejscie nazywamy metoda sitowa
(Brute Force, BF). Zaleta jest szybkie (przy odpowiedniej implementacji) przechodzenie pomiedzy
weztami. Wada — duza liczba wezlow do sprawdzenia. Istnieja jednak metody ograniczenia liczby
sprawdzanych wezlow w oparciu o analize rozwiazania cze$ciowego, opisane ponizej.



3.1 Metoda podzialu i ograniczen

Metoda podzialu i ograniczen (Branch and Bound, B&B) polega na efektywnym przegladaniu
drzewa i ,odcinaniu” czesci gatezi, w ktérych mamy gwarancje, ze nie znajduje si¢ optymalne roz-
wiazanie. W kazdym etapie algorytmu, w momencie podjecia decyzji nalezy ocenié¢ potencjal danej
drogi. W problemach maksymalizacji wykorzystuje sie do tego gérne ograniczenie (Upper Bound,
UB). Warto$é UB ogranicza od géry wartosé funkcji celu jaka mozna uzyskaé rozwijajac dalej dana
galaz. Innymi stowy, jesli dla danego rozwiazania czedciowego & mamy (poprawnie wyliczone) UB,
to dla kazdego rozwiazania x, osiagalnego z & zachodzi UB > f(&). Wartos$¢ rozwiazania koncowego
w danej galezi nie bedzie lepsza niz UB (moze byé¢ réwna lub mniejsza).

Zwykle istnieje wiele sposob6w na obliczenie UB. Im lepsza (tzn. blizsza faktycznemu maksimum
funkcji celu dla wszystkich rozwiazan osiagalnych z &) jest warto$é UB, tym wieksza czesé galezi
bedzie mozna odcigé¢. Jednakze lepsza wartos¢ UB zwykle wymaga wiekszego czasu na jej oblicze-
nie (a jest ona obliczana w kazdym wezle!). W zwiazku z tym potrzebny jest kompromis pomiedzy
czasem poswieconym na obliczanie UB, a czasem zaoszczedzonym dzigki obcinaniu galezi. Nale-
zy uwazaé, poniewaz w przypadku zawyzania wartosci przez funkcje liczaca UB moze sie okazad,
ze algorytm dokona przegladu zupelnego wszystkich gatezi. W przypadku zanizania warto$ci moz-
na doprowadzi¢ do odciecia galezi zawierajacej rozwigzanie optymalne, co w konsekwencji bedzie
skutkowalo blednym dziataniem algorytmu (jesli utniemy wszystkie takie ,optymalne” galezie).

Poprawna funkcja liczaca UB musi uwzglednia¢ dwie skladowe: (1) znang warto$é¢ funkeji celu
rozwiazania czeSciowego oraz (2) oszacowanie najlepszej wartodci funkeji celu mozliwej do wysta-
pienia w wyniku niepodjetych jeszcze decyzji. W przypadku testu jednokrotnego wyboru (1) jest
sumg punktéw za wybrane warianty pytan na ktére juz odpowiedzieliémy. Z kolei (2) mogloby byé
np. suma punktéw za pozostale pytania, gdzie dla kazdego pytania wybieramy wariant najlepszy
(dajacy najwiecej punktéw). Zauwazmy, ze jesli zostalo k pytan (kazde po 3 warianty odpowiedzi) to
wymaga to 3k operacji. Inna mozliwoscia na obliczenie (2) opiera sie na wyliczeniu na poczatku al-
gorytmu (przed rozpoczeciem przegladu drzewa) maksymalnej wartosci ze wszystkich 3n wariantéw
wystepujacych w calym tescie. Oznaczmy te warto$é przez M. Wtedy jako warto$é (2) mozna podaé
po prostu kM, co wymaga tylko jednej operacji mnozenia. Tak obliczone UB jest mniej doktadne,
ale mozna je wyliczy¢ w czasie statym.

Przejdzmy do samej operacji odciecia (caly czas dla problemu maksymalizacji). Odciecie gatezi
nastepuje w momencie jesli warto$¢ UB jest mniejsza niz wartosé¢ dolnego ograniczenia (Lower Bound,
LB). LB jest ograniczeniem dolnym na warto$é¢ optymalna catego problemu. W praktyce za warto$é
LB przyjmowana jest wartos¢ funkcji celu najlepszego znanego do tej pory rozwiazania. Dodatkowo,
w celu przyspieszenia algorytmu B&B, warto$é poczatkowa LB wylicza sie jeszcze przed rozpoczeciem
przegladu drzewa w oparciu o dodatkowe algorytmy. Zazwyczaj stosuje w tym celu (1) rozwiazanie
losowe (lub najlepsze z pewnej liczby losowych), (2) rozwiazanie uzyskane pewnym algorytmem
zachtannym. Ponadto, jesli nie mamy zadnej wartosci poczatkowej dla LB, a przegladamy drzewo
metoda inna niz przeglad wglab (Depth-First Search, DFS), to warto LB obliczyé na podstawie
pierwszego liscia, ktéry uzyskalibyémy metoda DFS. Robimy tak dlatego, ze inne metody przegladu
(wszerz, najpierw najlepszy itp.) moga rozwinaé¢ duzo weztéw nim dotra do pierwszego liscia.

Pierwotnie algorytm byl opisywany w wersji rekurencyjnej, ale aktualnie coraz czesciej spotyka sie
jego wersje iteracyjna. Dla przegladu najpierw-najlepszy wezly umieszcza sie w kolejce priorytetowej,
gdzie priorytetem jest warto$¢ UB danego wezta. Dla przegladu wglab wezel umieszcza si¢ na stosie
(kolejce LIFO), a dla przegladu wszerz — na kolejce FIFO.

Uwaga: dla probleméw minimalizacji (wigkszo$é przerabianych w trakcie zaje¢) definicje LB i
UB nalezy odwrdécié¢ tzn. warto$¢ rozwiazania z danej galezi nie bedzie lepsza niz LB, a rozwiazanie
optymalne nie bedzie gorsze niz UB (warto$é¢ juz znaleziona). Ponizej przedstawiono ogdlny schemat
B&B dla problemu minimalizacji:

1. Wyznacz rozwiazanie poczatkowe x.



2. Wykonaj UB « f(z).

3. Umies¢ w kolejce @ wszystkie rozwigzania osiggalne z rozwigzania pustego, wraz z obliczonymi
wartosciami LB.

4. Dopdki @ nie jest pusta.

4.1. Zdejmij wezel v z Q wedlug wybranej strategi.
4.2. Jedli v jest liSciem i reprezentuje rozwigzanie z':
4.2.1. Jedli f(2') < UB to wykonaj x < 2’ oraz UB «— f(z').

4.3. Jesli v nie jest lidciem, to dodaj jego dzieci do @) wraz z obliczonymi wartoéciami LB.

5. Wypisz rozwigzanie z.

3.2 Poszukiwanie snopowe

Metoda B&B jest dokladna, ale jej czas dzialania jest czesto nieakceptowalnie dtugi lub wrecz
nieprzewidywalny. Istnieja sposoby na modyfikacje B&B, ktére sprawiajg ze nie bedziemy mieli
gwarancji uzyskania rozwiazania optymalnego (metoda stanie sie przyblizona a nie doktadna), ale
jej czas dzialania stanie sie duzo krotszy, a nawet bedzie mozna go kontrolowac.

Jedna z takich metod przyblizonych bazujacych na idei B&B jest tzw. poszukiwanie snopo-
we (Beam Search, BS). Gléwna réznica wzgledem schematu B&B jest moment dodania nowych
wezléw-dzieci do kolejki. Metoda B&B dodaje zawsze wszystkie takie wezty, zas metoda BS dodaje
maksymalnie k weztéw gdzie k moze byé parametrem algorytmu. Zwykle do dodania wybiera si¢ k
najbardziej obiecujace wezly (z najmniejsza wartoscia odpowiedniego ograniczenia). Pozostale wezty
sg odrzucane. Ryzykujemy wiec ze odetniemy jakas perspektywiczna gataz. Ryzyko zalezy m.in. od
wartosci k oraz jakoséci gérnych i dolnych ograniczen. Dodatkowo, k moze zmieniaé sie¢ w trakcie
trwania algorytmu np. by¢ zalezne od poziomu danego wezla w drzewie, lub od czasu trwania algo-
rytmu (np. liczby rozwinietych wezléw do tej pory). W przeciwienistwie do B&B, w BS duzo czesciej
stosuje sie strategie przegladania wszerz (Breadth First Search).

Inna strategia jest ,przeszacowywanie” gérnych i dolnych ograniczen. W metodzie B&B ograni-
czenia te musza by¢ poprawne tj. faktycznie ograniczaé od géry/dotu odpowiednia warto$é. Im blizej
wartosci prawdziwej jest ograniczenie, tym wiecej weztéw odcinamy. Jesli jednak przeszacujemy war-
to$¢ ograniczenia, to bedziemy obcina¢ wiecej weztéw niz powinnismy. W przypadku metody B&B
bylby to blad. Jednakze dla metody BS moze korzystnie wplyna¢ to na czas dzialania algorytmu,
kosztem jakosci wyniku.



	Cel laboratorium
	Przebieg zajec
	Algorytmy drzewiastego poszukiwania rozwiazan
	Metoda podziału i ograniczen
	Poszukiwanie snopowe


