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Wybrane problemy losowego i lokalnego poszukiwania rozwigzan

prowadzacy: dr inz. Jarostaw Rudy

1 Cel laboratorium

Celem laboratorium jest zapoznanie si¢ z specyfika i problemami rozwiazywania wybranych za-
dan optymalizacji dyskretnej z wykorzystaniem metaheurystyk poszukiwania losowego i lokalnego.
Zagadnienie obejmuje zdefiniowanie reprezentacji rozwiazania w zaleznosci od problemu, wybér im-
plementacji algorytmu oraz kalibracje (dob6r parametréw).

2 Przebieg zajec

Laboratorium obejmuje zajecia nr 9 i 10 (4 godziny zajec¢). Praca odbywa sie w ramach grup
dwuosobowych. Kazda grupa otrzymuje do zrealizowania jeden problem optymalizacji dyskretnej
z ponizszej listy:

1. Kwadratowe zagadnienie przydzialu (problem 2.4).

DN

. Dyskretny problem plecakowy (problem 2.5).
3. Problem komiwojazera (problem 2.6).
4. Szeregowanie zadan na jednej maszynie z wazona suma op6znien w;T; (problem 2.7).
5. Problem przeplywowy dla ustalonej liczby maszyn np. m = 3 (problem 2.8).

Dla otrzymanego problemu nalezy zrealizowaé jedna z ponizszych opcji:

1. Implementacja metody poszukiwania losowego (RS). Na wyzsza oceng przeksztalcona w algo-
rytm symulowanego wyzarzania (SA),

2. Implementacja metody poszukiwania zstepujacego (DS). Na wyzsza ocene przeksztalcona w al-
gorytm poszukiwania z zakazami (TS),

oraz odpowiednia kalibracje i analize algorytmu (jak opisano dalej).

Poszczegblne problemy opisane sg w osobnym pliku PDF na stronie kursu. Metody rozwiazania
opisane sa w dalszej czesci instrukcji. Przydzialu probleméw i metod do grup dokonuje prowadzacy
podczas zajec.

Naliczanie oceny zaczynamy od 0. Poszczegoélne czeéci oceny mozna otrzymaé za:

e +2.0 za algorytm w wersji podstawowej (RS lub DS),
e +2.0 za algorytm w wersji rozszerzonej (odpowiednio SA lub TS),

e +1.0 za wykonanie dostrojenia i badan (patrz dalej).



Dostrojenie i badanie algorytmu polega na sprawdzeniu efektywnosci (wplywu na jako$é rozwia-
zan) réznych elementéw algorytmu. W zaleznosci od problemu zwykle obejmuje to:

e sprawdzenie roznych sasiedztw,

e sprawdzenie réznych rozwigzan poczatkowych,

e kalibracja parametrow liczbowych,

e inne, w zaleznosci od algorytmu (schemat chlodzenia, forma listy tabu).

Nalezy zestawié ze soba co najmniej dwie wersje danego algorytmu (lepiej i gorzej skalibrowana). Ze
wzgledu na czas potrzebny na wykonanie badan pojedyncze uruchomienie algorytmu powinno trwaé
do 10 sek. (z wyjatkiem sytuacji gdy np. testujemy jakos$é od czasu dzialania).

Uwaga: w przypadku pisania wersji rozszerzonej warto zapisaé sobie wersje podstawowa (moze
by¢ pomocna przy ustalaniu oceny gdy wersja rozszerzona jest niedokoniczona lub zawiera bledy).

3 Metaheurystyki poszukiwania lokalnego i losowego

W kwestii przypomnienia: heurystyka nazywamy metode rozwigzania danego problemu (algo-
rytm), ktéra nie gwarantuje otrzymania rozwiazania optymalnego (a czesto nawet rozwiazania do-
puszczalnego). Metaheurystyka jest w uproszczeniu heurystyka ,wyzszego poziomu”. Scislej, meta-
heurystyka jest ogélnym schematem (opisem) pozwalajacym na tworzenie algorytméw w oparciu
o ten schemat. Metaheurystyka definiuje pewne ogdlne pojecia lub mechanizmy, ktére nalezy na-
stepnie przelozy¢ na dany problem. Metaheurystyka sama w sobie jest wigc bardziej ogbélna metoda
niz konkretnym algorytmem. Dopiero konkretna implementacja metaheurystyki dla konkretnego
problemu stanowi algorytm rozwigzania.

Zaleta metaheurystyk jest to, ze mozna je stosowaé dla szerokiego zakresu probleméw czesto
uzyskujac dobre jako$ciowo wyniki przy akceptowalnych (i kontrolowanych) zasobach obliczenio-
wych. Istnieje tez duza swoboda w szczegdlach implementacji oraz rozbudowy algorytmu. Wada
jest konieczno$é dostosowania metaheurystyki do kazdego nowego problemu (zwlaszcza jesli chcemy
wykorzystaé jego specyficzne wlasnosci) oraz czesto koniecznosé kalibracji algorytmu.

W praktyce metaheurystyki sa najczesciej metodami iteracyjnymi. Zaczynajg od ustalenia roz-
wigzania poczatkowego (lub zbioru takich rozwiazan), po czym w kazdej iteracji zmieniaja je na
inne rozwiazanie (potencjalnie lepsze. W niektérych przypadkach wymaga sie wrecz by kazda itera-
cja dostarczala poprawy, aczkolwiek jest to rzadsze w praktyce).

3.1 Reprezentacja rozwigzania

Pierwsza kwestia w implementacji algorytmu metaheurystycznego jest wybér reprezentacji roz-
wigzania. Czesto reprezentacja nie jest bezposrednia. Przykladowo, dla wielu probleméw szeregowa-
nia zadan rozwiazaniem jest zasadniczo harmonogram tj. czasy w ktorych nalezy rozpoczaé¢ wykony-
wanie poszczegolnych zadan na poszczegélnych maszynach. Jednakze w praktyce czesto przyjmuje sie
reprezentacje w postaci kolejnosci zadan. Odpowiedni wybor reprezentacji pozwala ograniczy¢ licz-
be rozwiazan (w szczegdlnosci wyeliminowaé cze$é lub calo$é rozwiazan niedopuszczalnych). Wybér
reprezentacji rozwigzania ma tez wplyw na sposéb liczenia funkcji celu.

Rozpatrzmy prosty problem optymalizacji testu jednokrotnego wyboru z laboratorium nr 1.
Zalézmy, ze jest n pytan, kazde ma 4 warianty odpowiedzi. W takim przypadku w zupelnosci wy-
starczy reprezentacja bezposrednia w postaci wektora dlugosci n, ktérego elementami sg liczby ze
zbioru {—1,0,1,2,3} (warto$¢ -1 oznacza ze na pytanie nie udzielono odpowiedzi). Tak zdefiniowa-
na przestrzen zawiera dokladnie 5" réznych rozwiagzan i wszystkie sa dopuszczalne. Inna mozliwa
reprezentacja jest wektor 4n zmiennych binarnych (jedynka oznacza zakreslenie wariantu, zero za$



brak zakreélenia). Tak zdefiniowana przestrzen ma 2" rozwiazan, z czego jednak tylko 5" jest do-
puszczalnych. Ta reprezentacja jest wiec zdecydowanie nadmiarowa.

3.2 Ruch i sgsiedztwo

Zasadniczo wszystkie metaheurystyki rozwazane w ramach tego laboratorium naleza do katego-
rii metaheurystyk lokalnego poszukiwania. Kluczowym w ich przypadku jest zdefiniowanie pojecia
ruchu i sasiedztwa. Przez ruch rozumiemy funkcje (zwykle wieloargumentowa), ktéra zamienia dane
rozwigzanie x w rozwigzanie z’, tak ze oba rozwigzania s3 w pewnym sensie do siebie podobne —
sa swoimi sgsiadami. Zbiér wszystkich sasiadéw rozwiazania x nazywamy jego sasiedztwem, a licz-
be sasiadow rozmiarem sasiedztwa. Z matematycznego punktu widzenia powoduje to, ze przestrzen
rozwiazan jest przestrzenia topologiczna.

Dla wspomnianego problemu optymalizacji testu ruch mozemy zdefiniowaé¢ nastepujaco. Niech x;
bedzie wybranym wariantem odpowiedzi w pytaniu i. Wtedy ruch jest funkcja f(z, i, w), ktérej dzia-
tanie polega na przypisaniu z; = w. Takie zdefiniowane sasiedztwo ma rozmiar dokladnie 4n—1 (jest
tak, poniewaz jednym z sasiadéw x jest sam x). Zauwazmy, ze przy takiej definicji sasiedztwa mozna
przejé¢ z dowolnego rozwigzania w dowolne inne za pomoca n — 1 ruchéw. Czesto pozadane jest
tez by sasiedztwo posiadalo wlasnos¢ potaczenia tzn. by dla dowolnego rozwigzania poczatkowego
istnial skoficzony ciag ruchéw prowadzacych do jakiego$ rozwiazania optymalnego. Wiele sasiedztw
posiada taka wtasnosé, aczkolwiek znane sa réwniez skuteczne sasiedztwa jej nieposiadajace. Zwykle
mozna zdefiniowaé wiele sasiedztw dla tego samego problemu (dla tych samych lub réznych reprezen-
tacji). Przykladowo, dla reprezentacji z wektorem 4n zmiennych binarnych ruchem moze by¢ funkcja
f(x, 1), ktéra zamienia warto$é i-tego bitu wektora na przeciwny. Wezesniej jednak napisali$my, ze
ta reprezentacja zawiera rozwiazania tez niedopuszczalne. Przy generacji (przegladaniu) rozwiazan
sasiednich nalezy wiec pomijaé rozwiazania niedopuszczalne®.

Uwaga: odpowiednie zdefiniowanie ruchu jest bardzo istotne i zalezy w duzej mierze od problemu.

3.3 Poszukiwanie losowe

Poszukiwanie losowe (Random Search, RS) jest prosta metaheurystyka. Ponizej przedstawiono
og6lny schemat dla probleméw minimalizacji:

1. Ustal rozwigzanie poczatkowe zx.

2. Dopdki warunek stopu nie jest spelniony:
2.1. Wylosuj rozwiazanie =’ sposréd sasiadéw x.
2.2. Jedli f(2') < f(x) to wykonaj z « z'.

3. Wypisz rozwigzanie z.

Gdzie f(x) jest wartoScia funkeji celu dla rozwiazania z.

Rozwiazanie poczatkowe najczesciej jest réwniez losowe (lub najlepsze z np. 100 losowych) albo
dostarczane przez prosty algorytm deterministyczny (czesto zachlanny). Losowanie sasiada odbywa
sie z réwnym prawdopodobienstwem dla wszystkich sasiadow. Warunki stopu moga by¢ réznorodne,
jednak najczestszym warunkiem jest przekroczenie zalozonej liczby iteracji (ktéra moze byé stala
lub zalezna od rozmiaru problemu). Innymi mozliwodciami sa:

e osiggnieto minimum lokalne,
e przekroczony czas obliczen,
e przekroczona liczba iteracji od czasu ostatniej poprawy,

e kombinacja wiecej niz jednego warunku stopu.

W praktyce istnieja algorytmy, ktére rozwazaja rozwiazania niedopuszczalne.



3.4 Poszukiwanie zstepujace

Poszukiwanie zstepujace? (descending search, DS) jest bardzo zblizone do poszukiwania losowe-
go. Réznica polega na tym, ze kandydatem na zastapienie rozwiazania aktualnego jest najlepsze
rozwigzanie z sasiedztwa. Przykladowych schemat metody:

1. Ustal rozwiazanie poczatkowe x.
2. Dopdki warunek stopu nie jest spetniony:

2.1. 2’ =x.
2.2. Dla kazdego x, bedacego sasiadem x.

2.2.1. Jedli f(xs) < f(2') to wykonaj o’ — x.
2.3. Jesli f(z') < f(x) to wykonaj x «— a’.

3. Wypisz rozwigzanie z.

Punkt 2.1. ma za zadanie ustalié poczatkowa warto$é dla z’. Réwnowaznie mozna ten punkt usunaé
i nie sprawdzaé¢ warunku f(z,) < f(z') dla pierwszego sasiada tylko przypisa¢ go bezwarunkowo.

Zauwazmy, ze najlepszy sasiad x’ zastepuje aktualne rozwiazanie x tylko jesli jest od niego lepszy
(podobnie jak dla metody RS). Warunki stopu sa analogiczne jak dla metody RS. Nalezy réwniez
nadmienié, ze choé¢ RS musi by¢ losowe (przynajmniej czeSciowo), to DS nie posiada zakazu losowosci
(np. w kwestii ustalania rozwiazania poczatkowego). Algorytmy czysto deterministyczne sa jednak
czasami preferowane ze wzgledu na powtarzalnosé¢ wynikéw.

3.5 Symulowane wyzarzanie

Powyzsze dwie metody maja jedna zasadnicza wade — po znalezieniu optimum lokalnego (t;j.
rozwiazania, ktore jest niegorsze niz wszyscy jego sasiedzi) nie nastapi juz zmiana sasiedztwa ani
zadna dalsza poprawa rozwigzania. Mozemy powiedzieé, ze metody te oparte byly na intensyfikacji
poszukiwan tj. skupianiu si¢ na rozwiazaniach bliskim rozwiazaniom poprzednim (,dobre rozwia-
zania sg blisko dobrych”). Taka intensyfikacja jest pozadana, ale powinna by¢ uzupelniona przez
dywersyfikacje — mechanizm (czasami) kierujacy proces poszukiwan w inne (niekoniecznie losowe),
niesprawdzone jeszcze obszary przestrzeni rozwigzan. Umiejetne sterowanie balansem intensyfikacja-
dywersyfikacja (znanym tez jako eksploatacja-eksploracja) jest czesto mocno nietrywialne.

7 powyzszego powodu opracowano ulepszone wersje metod DS i RS. Ulepszona wersja DS jest
Symulowane Wyzarzanie (Simulated Annealing, SA). Metoda jest inspirowana procesem wyzarzania
w metalurgii. Rozwiazanie jest postrzegane jako analogia rozkladu (struktury) czastek substancji,
a warto$¢ funkcji celu jest analogig energii uktadu. Kluczowa jest obserwacja, ze zmiana struktury
ukladu zachodzi tatwiej w wyzszej temperaturze. Z tego wzgledu w metodzie SA istnieje tempera-
tura, ktérej warto$é zmienia sie w trakcie algorytmu (sposéb tej zmiany nazywany jest schematem
chlodzenia). Metoda dopuszcza zaakceptowanie gorszego rozwiazania niz aktualne (dajac szanse na
opuszczenie minimum lokalnego), a prawdopodobienstwo tego jest zalezne od aktualnej temperatury
i r6znicy wartosci funkcji celu rozwiagzan (w analogii do réznicy energii stanéw substancji).

Ponizej przedstawiono przykladowy schemat metody SA (dla problemu minimalizacji):

1. Ustal rozwiagzanie poczatkowe x oraz temperature poczatkowa t.
2. Wykonaj xpest < .

3. Dopoéki warunek stopu nie jest spelniony:

2Nazwa dla probleméw minimalizacji. Dla probleméw maksymalizacji méwi sie o metodzie wspinaczkowej (hill
climbing).



3.1. Wylosuj rozwigzanie x’ spoéréd sasiadéw z.

3.2. Jedli f(2') < f(z) to wykonaj z « a’. W przeciwnym razie wykonaj = <« 2’ z prawdopo-
dobiefistwem réwnym p(z,z’,t).

3.3. Jedli f(x) < f(Xpest) to wykonaj Tpest < .

3.4. Zaktualizuj t w zalezno$ci od przyjetego schematu chlodzenia.
4. Wypisz rozwigzanie Tpest.
Funkcja p(x, 2’,t) zwana jest funkcja akceptacji. Najczesciej przyjmuje ona postaé:

—UED=f@)
plx, 2’ t) =e ; :

(1)
Istnieje kilka czesto spotykanych schematéw chlodzenia. Najpopularniejszy jest schemat geome-
tryczny, gdzie aktualizuje si¢ temperature poprzez t < at, gdzie « jest wspdélczynnikiem chlodzenia,
zwykle w przedziale od 0.95 do 0.9999. Cho¢ schemat nazywa si¢ geometrycznym, to podstawa bliska
1 sprawia, ze wykres temperatury jest zblizony do liniowego. Drugim czesto spotykanym schematem
jest schemat liniowy: ¢t «— t — 3. W przypadku tego schematu nalezy uwazaé, by temperatura nie
spadta ponizej wartosci 0.

Istotnym elementem jest réwniez wybdr temperatury poczatkowej. Ze wzgledu na posta¢ wzoru
(1) temperatura poczatkowa powinna byé w jaki$ sposéb zalezna od spodziewanej (typowej, moz-
liwej) réznicy pomiedzy 2’ oraz z. Jednym ze sposobdw jest wylosowanie pewnej liczby (np. 1000)
rozwiazan losowych i obliczeniu rozstepu (réznicy pomiedzy maksimum i minimum) wartosdci funkeji
celu. Nastepnie mozna uzy¢ wartosci rozstepu przy obliczaniu temperatury poczatkowe;.

Warunki stopu dla metody SA mogg byé¢ identyczne jak dla metody RS. Dodatkowo czesto
spotykany jest warunek osiagniecia odpowiednio niskiej temperatury koncowej. W przedstawionym
powyzej schemacie jest to jednak réwnowazne kryterium liczby iteracji tzn. temperatura koncowa
zostaje osiagnieta po wiadomej z géry liczbie iteracji, zaleznie od przyjetej temperatury poczatkowej,
koncowej i parametréow « (lub f3).

3.6 Poszukiwanie z zakazami

Poszukiwanie z zakazami (Tabu Search, Taboo Search, TS) jest zaawansowana wersja metody
poszukiwania lokalnego. Podobnie jak w metodzie DS przegladamy cale sasiedztwo, w celu znale-
zienia najlepszego sasiada. Pierwsza réznica polega na tym, ze w przypadku DS najlepszy sasiad z’
zastepowal aktualne rozwiazanie z tylko jesli byl lepszy (wspinaczka w gére wzgdrza lub schodzenie
w dét doliny). W przypadku metody TS, 2’ zastepuje x nawet wtedy gdy jest x’ jest gorsze od z.
Taki zabieg daje szans¢ na opuszczenie minimum lokalnego.

Jednakze duza wada powstalego rozwigzania jest mozliwoéé¢ powstania cykli. W szczegdlnosci
najlepszy sasiadem x, moze by¢ x;, a najlepszym sasiadem x;, moze by¢ z,. W tej sytuacji algorytm
bez konca przemieszczal by sie pomiedzy tymi dwoma rozwiazaniami. Modyfikacja pozwolila wiec
uniknaé¢ cykli rozmiaru 1, ale nie dluzszych. Aby zminimalizowaé¢ ryzyko powstania cykli wprowadza
sie do algorytmu pamieé, ktora ma za zadanie unika¢ odwiedzania rozwiazan juz sprawdzonych.

Najpowszechniejszym rodzajem pamieci jest pamieé krotkoterminowa. W najprostszym podejsciu
pamieé ta przyjmuje postaé listy o zadanej dtugosci na ktérej przechowuje sie niedawno odwiedzone
rozwiazania. Najnowsze elementy dodawane sg na poczatek, a te ktére przekrocza rozmiar listy sa
usuwane. Rozwiagzania bedace na liScie nazywane sa rozwiazaniami zakazanymi (tabu) i sa ignoro-
wane podczas przegladu sasiedztwa (z wyjatkiem mechanizmu kryterium aspiracji, opisanego dalej).
Latwo zauwazy¢, ze ruch bedzie zakazany przez liczbe iteracji réwna diugosci listy tabu.

Cho¢ jest to ,najdokladniejsze” podejscie, to jest malo wydajne. Sprawdzenie czy dane rozwia-
zanie x jest na liScie tabu wymaga pesymistycznie czasu O(LC), gdzie L jest dlugoscia listy zas
C' jest rozmiarem rozwiazania (np. w problemie testu jednokrotnego wyboru trzeba sprawdzié¢ czy



wszystkie n pytan ma wybrany ten sam wariant). Z tego wzgledu w praktyce stosuje sie podejscie
uproszczone. Zamiast przechowywaé rozwiazania, lista przechowuje ruchy, a Scislej przechowuje ruch
odwrotny. Innymi slowy, jesli z rozwigzania x przechodzimy do a’ za pomoca pewnego ruchu, to na
liScie powinien pojawié si¢ ruch odwrotny, czyli taki ktéry pozwala uzyskaé = z x’. Jest tak, gdyz
chcemy zakaza¢ powrotu, ktory mégltby spowodowaé cykl. W praktyce ruch jest przechowywany jako
jego atrybuty. Dla opisanego wczesniej ruchu danego funkcja f(x,4,w), atrybutami sa ¢ oraz w.

Powyzsze podejécie pozwala skrécié czas sprawdzenia czy ruch r jest zakazany do czasu O(L),
gdyz dwa ruchy mozemy poréwnaé w czasie statym. W wielu przypadkach mozna wprowadzi¢ jeszcze
jedna modyfikacje. Otéz zamiast przechowywaé liste tabu w postaci listy, tworzymy tablice o tylu
wymiarach ile jest atrybutéw ruchu. W problemie testu tablica bedzie miala dwa wymiary, jeden
wielkosci 4 (sa cztery warianty w kazdym pytaniu) oraz drugi wielkosci n (tyle ile jest pytan). W ele-
mencie [i][w] zapisujemy numer iteracji, od ktérej ruch f(z,4,w) jest juz dozwolony®. Poczatkowo
wszystkim elementom tablicy przypisujemy wartosé 0 (wszystkie ruchy sa dozwolone). Gdy ruch
f(z,i,w) staje sie zakazany, to w miejsce [i][w] wpisujemy wartos¢ L + iter, gdzie L jest liczba
iteracji przez ktére ruch jest zakazany (parametr ten nazywamy kadencja), za$ iter jest numerem
biezacej iteracji. Przykladowa tablice dla n = 6 pokazano w Tabeli 1. Jesli iter = 21 to zakazane sa
ruchy postaci f(z,2,2) oraz f(z,5,3). W takiej formie sprawdzenie czy ruch jest zakazany odbywa
sie w czasie O(1), poprzez test czy iter > [i][w].

w=1|lw=2|w=3|w=4
i=1 0 0 14 0
=2 11 22 15 0
i=3 19 13 21 0
i =4 0 20 0 16
i=25 0 12 23 0
i=06 18 0 17 0

Tabela 1: Przykladowa zawartos¢ tablicy tabu dla problemu testu jednokrotnego wyboru

Ostatnim czesto spotykanym elementem jest tzw. kryterium aspiracji, ktére stuzy do wybiérczego
ignorowania reguly tabu. Sciglej sasiad ' jest brany pod uwage jesli ruch prowadzacy do niego nie
jest zakazany lub x’ spelnia kryterium aspiracji. W najprostszej formie dla probleméw minimalizacji
2’ spelnia kryterium aspiracji, jesli f(z') < f(Zpest), gdzie Tpest jest najlepszym obecnie znanym
rozwiazaniem. Stosuje sie tez zblizone formy typu f(z') < 0.9f (zpest) czy f(a') < L.1f(Zpest)-

Biorac pod uwage powyzsze informacje, podstawowy schemat metody TS dla probleméw mini-
malizacji wyglada nastepujaco:

1. Ustal rozwiazanie poczatkowe x.
2. Wykonaj xhest < .
3. Dopoéki warunek stopu nie jest spelniony:

3.1. 2/ — @
3.2. Dla kazdego zs bedacego sasiadem x.

3.2.1. Jedli (ruch prowadzacy z x do z nie jest zakazany lub x4 spelnia kryterium aspiracji)
oraz f(xzs) < f(z') to wykonaj ' «— .

3.3. Wykonaj z < 2’ oraz dodaj ruch prowadzacy z ' do x do listy tabu.
3.4. Jedli f(x) < f(Xpest) to wykonaj Tpest «— .

3Paradoksalnie to uproszczenie powoduje, ze to czy rozwigzanie x jest zakazane nie zalezy wprost od x.



4. Wypisz rozwigzanie Tpest.

Przyjmujemy ze f(&) = co. Ponadto kadencja powinna byé zawsze mniejsza niz rozmiar sasiedztwa,
gdyz w przeciwnym wypadku istnieje szansa, ze wszystkie ruchy beda zakazane, a zaden sasiad nie
bedzie spelnial kryterium aspiracji.
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