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Problemy optymalizacji dyskretnej i ciggtej

prowadzacy: dr inz. Jarostaw Rudy

1 Generator liczb pseudolosowych

Do niektoérych laboratoriéw bedzie istniata konieczno$é wygenerowania okreslonych instancji pro-
bleméw. Instancje bedziemy identyfikowaé za pomoca ich rozmiaru (jeden lub kilka parametréw,
zaleznie od problemu) tzw. ziarna (seed). Spos6b generacji instancji podany jest przy poszczeg6l-
nych problemach. Do losowaniach danych bedziemy korzysta¢ z generatora liczb pseudolosowych
zaopatrzonego w funkcje generacji nastepnej liczby calkowitej oraz nastepnej liczby rzeczywistej
(z zadanych przedzialéw obustronnie domknietych). Generator korzysta z zadanego ziarna. Na stro-
nie kursu umieszczone sa kody zrédlowe tego generatora dla czterech jezykéw programowania: C/C++,
python, C#, oraz Java. Nie nalezy losowaé instancji z uzyciem innych generatoréw. W dalszej czesci
opisu przez init(Z) rozumiemy inicjalizacje generatora z uzyciem ziarna Z, za$ przez nextInt(a, b)
oraz nextFloat(a, b) losowanie odpowiednio liczby calkowitej i rzeczywistej z przedziatu [a, b].

2 Problemy optymalizacji dyskretnej

2.1 Problem sumy podzbioru (Subset Sum Problem, SSP)

Dany jest zbiér S = {s1,82,...,8,} zawierajacy n € N liczb calkowitych tj. s; € Z. Nalezy
zaznaczy¢, ze s; moze by¢ ujemne. Dana jest tez warto$¢ T € Z. W podstawowej wersji optyma-
lizacyjnej nalezy znalez¢ taki podzbiér X zbioru S aby suma jego elementéow byta mozliwie bliska
wartosci T' tj.:

min |7 — Z x|, (1)

Xe28 ex
gdzie 2° to zbiér potegowy S, czyli zbiér wszystkich podzbioréw S.
Generacja instancji Dla parametru n oraz ziarna Z:
1. init(Z).
2. Dla ¢ od 1 do n:
2.1. s; < nextInt(—100, 100).

3. T «— nextInt(—50 - n, 50 - n).



2.2 Zagadnienie transportowe (Transportation Problem, TP)

Dane jest n € N dostawcéw i m € N odbiorcéw. Podaz (produkcja) dostawcy ¢ wynosi S; € N, |
za$ popyt (zapotrzebowanie) odbiorcy j wynosi D; € N;. Dodatkowo wiemy, ze suma popytéw réwna

jest sumie podazy:
> 8i=> "D, (2)

Koszt transportu 1 jednostki towaru od dostawcy ¢ do odbiorcy j wynosi k;; € Ni. Nalezy dla
kazdej pary (i,j) okreslié¢ wartos¢ z;; € Ny (liczba jednostek transportowanych z ¢ do j), tak by
zminimalizowaé laczny koszt transportu. Innymi stowy:

n m
minimize ) wijkij, (3)
i=1 j=1
subject to Z:cij =D; dlaj=1,2,...,m, (4)
i=1
inj:Si dlai:1,2,...,n. (5)
j=1

Generacja instancji Dla parametréw n i m oraz ziarna Z:
1. init(Z).
2. K «— min(n,m).
3. Dlaiod1do K:

3.1. S; « nextInt(1, 20).

4. Jezelin >mtodlaiod K+ 1 don:

4.1. r « nextInt(1, 20).
4.2. S; —r.

4.3. j « nextInt(1,m).
44. Dj «— Dj +r.

5. Jezelim >ntodla jod K+ 1 dom:

5.1. r < nextInt(1,20).
5.2. Dj .

5.3. i < nextInt(1,n).
54. S; «— S; +r.

6. Dla i od 1 do n:

6.1. Dla 5 od 1 do m:
6.1.1. k;; < nextInt(1,30).



2.3 Zagadnienie przydzialu (Assignment Problem, AP)

Dane jest n € N zadan i tyle samo wykonawcow. Koszt wykonania zadania ¢ przez wykonawce
j dany jest przez k(i,j) € Ny. Nalezy okresli¢ przydzial zadan do wykonawcéw (kazde zadanie ma
mie¢ dokladnie jednego wykonawce i na odwrot), tak by minimalizowaé koszt wykonania wszystkich
zadan:

min} k(i (), (6)
i=1
gdzie f(7) jest wykonawca, do ktérego przydzielono zadanie i.

Generacja instancji Dla parametru n oraz ziarna Z:
1. init(Z).
2. Dla ¢ od 1 do n:

2.1. Dla j od 1 do n:
2.1.1. k(i,j) < nextInt(1,50).

2.4 Kwadratowe zagadnienie przydzialu (Quadratic Assignment Problem,
QAP)

Dane jest n € Ny zaklad6w i tyle samo lokalizacji. Dla kazdej pary zakladow (i, j) okreslony jest
przeplyw w(i, j) € N, za$ dla kazdej pary lokalizacji okreslona jest odleglosé d(i,j) € N . Nalezy
okresli¢ przydziat zakladéw do lokalizacji (kazdy zaklad ma mie¢ doktadnie jedna lokalizacje i na
odwr6t), tak by minimalizowaé koszt dany jako suma iloczynéw przeptywéw i odleglosci zakladdw:

min Y w(i, )d(f(i), £()), (7)

i=1 j=1

gdzie f(7) jest lokalizacja, do ktérej przydzielono zaklad .

Generacja instancji Dla parametru n oraz ziarna Z:
1. init(Z).
2. Dla ¢ od 1 do n:

2.1. Dla j od 1 do n:
2.1.1. w(i,j) < nextInt(1, 50).
2.1.2. d(i, ) < nextInt(L, 50).

2.5 Dyskretny problem plecakowy (Discrete Knapsack Problem, DKP)

Dane jest zbiér P = {1,2,...,n} zawierajacy n € N; przedmiotéw. Dla kazdego przedmiotu
1 € P dana jest jego wartos¢ ¢; € Ny oraz waga w; € N;. Oprécz tego dana jest pojemnosc plecaka
B € Ny. W podstawowe]j wersji zadanie polega na wyznaczeniu takiego podzbioru X zbioru P, ze
suma wag przedmiotow z X jest nie wigksza niz B za$ suma ich wartoéci jest maksymalna tj.:

maximize Z xiCi, (8)
peP

subject to Z rw; < B, 9)
peP

gdzie x; = 1 jesli przedmiot ¢ jest w plecaku oraz z; = 0 w przeciwnym wypadku.



Generacja instancji Dla parametru n oraz ziarna Z:
1. init(Z).
2. Dla ¢ od 1 do n:

2.1. ¢; < nextInt(1,30).
2.2. w; < nextInt(1, 30).

3. B « nextInt(5-n,10 - n).

2.6 Problem komiwojazera (Travelling Salesman Problem, TSP)

Dane jest n € N miast. Odleglos¢ od miasta ¢ do miasta j dana jest przez d;; € N, przy
czym nie musi zachodzi d;; = d;;, za$ odleglosci postaci d;; (z danego miasta do siebie samego) sa
nieistotne. Nalezy okresli¢ kolejnosé (permutacje) odwiedzania miast, tak by zminimalizowaé¢ dlugosé
cyklu Hamiltona:

n—1
mind(f(n), f(1)) + 3 d(f(0), fi+1), (10)
i=1
gdzie f(i) okresla ktére w kolejnosci odwiedzania jest miasto i.

Generacja instancji Dla parametru n oraz ziarna Z:
1. init(Z).
2. Dla ¢ od 1 do n:

2.1. Dla j od 1 do n:
2.1.1. d;; < nextInt(1, 30).

2.7 Szeregowanie zadan na jednej maszynie z wazong sumg opOznien
(Scheduling on a single machine with total weighted tardiness, 1||w;T})

Dane jest n € Ni zadanh. Zadanie ¢ ma czas wykonania réwny p; € N4, wage w; € Ny oraz
pozadany termin zakonczenia (deadline) réwny d; € N,. Nalezy okresli¢ kolejnosé wykonywania
zadan m na maszynie, tak aby zminimalizowa¢ wazong sume spdznien:

min Y we (i Tr(i): (11)
=1
gdzie:
o Ty = max{0, Cr;) — dri) }
o Criiy = Cr(im1) + Prgy dlai > 1,
® Cr(1) = Px(1),

e 7(i) okresla ktére w kolejnosci wykonywania jest zadanie i.



Generacja instancji Dla parametru n oraz ziarna Z:
1. init(Z).
2. Dla ¢ od 1 do n:

2.1. p; < nextInt(1, 30).
2.2. w; < nextInt(1, 30).
3. S — Z?:l Di-
4. Dla ¢ od 1 do n:

4.1. d; < nextInt(1,.5).

2.8 Permutacyjny problem przeptywowy (Permutation Flow Shop Pro-
blem, PF||Cpax

Dane jest n € N} zadan i m € Ny maszyn. Czas wykonywania zadania j na maszynie ¢ wynosi
p; € Nit. Wystepuja ograniczenia:

e zadanie nalezy zakonczy¢ na maszynie ¢ zanim bedzie mozna je rozpoczaé¢ na maszynie ¢ + 1,
e maszyna moze wykonywaé co najwyzej jedno zadanie naraz.

Nalezy okresli¢ kolejnos¢ wykonywania zadan 7 tak aby zminimalizowaé czas zakonczenia wszystkich
zadan:

min C7,, (12)
gdzie:

i — i—1 i i . .
o CLiy=wax{Cy 1, CL |} +phy,dlaj>1Ni>1,

7 _ -1 " . .
* CTf(j) - Cﬂ'(j) + Py dlaj=1A4i>1,
o Ol =Cliyy+pig,daj>1ni=1,

° C"(j) zp;(j), dlaj=1Ai=1,

K

e 7(j) okresla ktére w kolejnosci wykonywania jest zadanie j.

Generacja instancji Dla parametru n i m oraz ziarna Z:
1. init(Z).
2. Dla 7 od 1 do n:

2.1. Dla j od 1 do m:
2.1.1. p§- — nextInt(1,99).



Funkcje cigglte dwéch zmiennych
. Himmelblau’s function:

minimize f(z,22) = (22 + 20 — 11)* + (21 + 22 - 7)2,
21 €[-5,5], 2 € [—5,5].

. Bukin function N. 6:
minimize f(x1,22) = 1004/|z2 — O.leﬂ +0.01|z; + 10|,

T € [*15, *5], x9 € [*3,3}

. Cross-in-Tray function:

Vi + 3

minimize f(z1,22) = —0.0001{
T

sin(x1) sin(x2) exp (‘ 100 —

r1 € [-10,10], =z € [-10,10].

. Eggholder function:

minimize f(x1,22) = —(x2 +47)sin (, / |% + (2 + 47)’ )—

—wysin(y/|z1 — (w2 +47)|),

xy € [-512,512], a9 € [-512,512].

. Holder table function:

2 2
VX7 + x5

™

minimize f(z1,22) = —

b

)

sin(z1) cos(x2) exp (’1 -

21 € [-10,10], x5 € [10,10].

. Schaffer function N. 4:

cos? [sin (|22 — z3|)] - 0.5
[1+40.001(2% + 23)]> ~

x1 € [—100,100], z2 € [-100,100].

minimize f(zq,22) =05+

Funkcje ciggte n zmiennych

. Styblinski-Tang function:

1 n

minimize f(x)= f(z1,22,...,2,) = 52(903 — 1622 + 52;),
i=1
v €[-5,5), dlai=1,2,...,n.

. Rastrigin function:

minimize f(x)= f(z1,22,...,2,) = 10n+ Z[Jc? — 10cos (27a;)],
i=1

z; € [-5.12,5.12], dlai=1,2,... n.

]

(13)

(15)

(16)

(17)

(18)

(19)

(20)



3. Rosenbrock function:

n—1

minimize f(z)= f(z1,22,...,7,) = Z [100 (541 — 27)* + (1 — 23)?], (21)

=1
z; € [~100,100], dlai=1,2,...,n.

4. Sphere function:

minimize f(x) = f(z1,29,...,2,) = me, (22)
i=1

x; € [-100,100], dlai=1,2,...,n.

5 Problemy ciggle bazowane na problemach dyskretnych

5.1 Problem inspekcji

Problem inspekcji rozpatrujemy jako pewna modyfikacje dyskretnego problemu komiwojazera.
Dane jest n € Ny k6t tak ze kolo i-te przedstawione jest w postaci tréjki (a;,bi,r;), gdzie a; € R
oraz b; € R to wspélrzedne kota, zas r; € R to jego promien. Oprocz tego dany jest punkt startowy
(70, v0) € R2. Jako rozwiazanie nalezy podaé¢ n punktéw od (x1,y1) do (x,,y,) tak aby:

1. Punkt (z;,y;) znajdowal sie wewnatrz (lub na brzegu) kola i-tego (dla i =1,2,...n).

2. Calkowita dlugo$é trasy (cyklu) pomiedzy punktami 0 — 1 — 2 — ... — n — 0 byla jak
najmniejsza.

Problem ten modeluje sytuacje, gdy dron startuje z bazy i ma za zadanie zrobié¢ zdjecia wszystkich
pojazdéw na parkingu, a do zrobienia zdjecia potrzebuje znalez¢ sie odpowiednio blisko pojazdu).
Uwaga: domyslnym zalozeniem jest to ze odleglo$é miedzy punktami jest liczona jako odlegltosé
euklidesowa (tzw. norma f3). Akceptowane sa jednak réwniez rozwiazania gdzie zamiast tego zostanie
wykorzystana norma Manhattan (¢1) lub norma Czebyszewa ({).
Generacja instancji Dla parametru n oraz ziarna Z:
1. init(Z2).
2. Dla ¢ od 1 do n:
2.1. a; < nextFloat(5, 35).
2.2. b; < nextFloat(5,35).
2.3. r; — nextFloat(1,4).
3. xy < nextFloat(5, 35).

4. yo < nextFloat(5, 35).



5.2 Kwadratowe zagadnienie przydziatu

Problem ten przedstawiamy jako pewna modyfikacje dyskretnego kwadratowego zagadnienia
przydziatu. Dane jest n zakladéw. Kazdy zaklad i ma dane kolo okrelone przez tréjke (a;, b;,7;),
gdzie a; € R oraz b; € R to wspdlrzedne kola, a r; € R to jego promien. Ponadto dla kazdej pary (i, j)
zakladéw dany jest przeplyw f; ; € R (przy czym dla i = j zakladamy f; ; = 0). Jako rozwiazanie
nalezy podaé¢ n punktéw od (z1,y1) do (2,,y,) tak aby:

1. Punkt (x;,y;) znajdowal sie wewnatrz (lub na brzegu) kola i-tego (dla i =1,2,...n).

2. Warto$¢ wyrazenia:
n n
ZZfi,j “di; (23)
i=1 j=1

byta najmniejsza z mozliwych, gdzie d; ; jest odlegtoSciag punktéw ¢ oraz j.

Uwaga: domyslnym zalozeniem jest to ze odleglo$¢ miedzy punktami jest liczona jako odlegltosé
euklidesowa (tzw. norma ¢s). Akceptowane sa jednak réwniez rozwiazania gdzie zamiast tego zostanie
wykorzystana norma Manhattan (¢1) lub norma Czebyszewa (£s).

Generacja instancji Dla parametru n oraz ziarna Z:

1. init(Z).

2. Dla ¢ od 1 do n:

2.1. a; < nextFloat(5, 35).

2.2. b; < nextFloat(5, 35).
2.3. r; < nextFloat(1,7).

3. Dlai od 1 do n:

3.1. Dla j od 1 do n:
3.1.1. f;; « nextFloat(1, 20).

5.3 Problem dwuplecakowy

Zadanie to jest modyfikacja dyskretnego problemu plecakowego. Dane jest n € N, przedmiotéw.
Przedmiot ¢ opisany jest przez tréjke (¢;, w;,v;), gdzie ¢; € R oznacza warto$é przedmiotu, zas w; € R
oraz v; € R oznaczaja ile miejsca przedmiot zajaltby, gdyby w calosci umiescié go w odpowiednio
pierwszym i drugim plecaku. Oproécz tego dana jest warto$¢ B bedaca pojemnoscia plecakéw (oba
maja taka sama). Nalezy dla kazdego przedmiotu i okresli¢ dwie wartosci ciagle (z;,y;), gdzie x; €
[0, 1] okresla jaka cze$¢ przedmiotu umieszczamy w plecaku pierwszym, zas y; € [0, 1] okresla jaka
czeS$¢ umieszczamy w plecaku drugim, tak aby:

l.z;+y; <1 (dlai=1,2,...,n),
2. Z?:l T;W; < B7
- Y yivi < B,

. Warto$¢ 7" | (x; + y;)¢; byla maksymalna.

V]



Generacja instancji Dla parametru n oraz ziarna Z:
1. init(Z).
2. Dla ¢ od 1 do n:
2.1. ¢; < nextFloat(1,10).

2.2. w; < nextFloat(1,10).
2.3. v; « nextFloat(1, 10).

3. B « nextFloat(n, 4n).

5.4 Problem szeregowania na réwnoleglych maszynach

Dane jest n € N, zadan oraz m € N, maszyn. Dla kazdego zadania ¢ dany jest jego bazowy czas
wykonywania p; € R oraz maszyna na ktérej go uszeregowano a; € {1,2,...,m}. Oprécz tego dana
jest réwniez taczna szybkos$¢é wszystkich maszyn S € R. Nalezy okreslié wartoéci od s1 do s,,, gdzie

s; to szybkos¢ maszyny i, tak aby:
1. ;>0 (dlai=1,2,...,m),
2. ZZI S; = S,

3. Czas zakonczenia pracy maszyny ktéra pracuje najdiuzej byt jak najmniejszy (tj. minimalizacja
y,maksymalnej” maszyny).

Faktyczny czas wykonania zadania i to p;s,, (czas bazowy razy szybkosé maszyny na ktérej go
zaszeregowano). Zakladamy ze maszyna wykonuje na raz co najwyzej jedno zadanie.

Generacja instancji Dla parametréw n i m oraz ziarna Z:
1. init(Z).
2. Dla ¢ od 1 do n:

2.1. p; < nextFloat(1,20).

2.2. a; < nextInt(1,m).

3. S « nextFloat(m, 2m).
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